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Avant-propos

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP regroupent
les exercices posés en 2021 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation a 1’épreuve orale de ma-
thématiques de ESCP et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires économiques et
commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves écrites de
mathématiques du concours quelle que soit leur option (scientifique, économique, littéraire B/L ou technolo-
gique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent en effet, peu ou prou, dans les sujets
de écrit.

Certains exercices publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en
attend pas nécessairement une résolution compléte.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques : analyse, algébre, probabilités
et sujets de l'option littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
échantillon.

On peut également trouver le contenu des annales sur le site internet de ESCP (escp.eu); aller dans
Programmes and Training, puis Premaster year, puis ADMISSIONS et LE CONCOURS PREPA
ESCP BUSINESS SCHOOL, puis dans I’étape 2, les Annales des épreuves orales de Mathématiques.

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidéle collaboration de tous les examinateurs de I’oral de
mathématiques de ESCP . Nous les en remercions.

Frank BOURNOIS, Directeur Général ESCP.
Muriel GRANDJEAN, Responsable des Admissions ESCP.
Claude MENENDIAN, Responsable des épreuves orales de mathématiques du concours ESCP.
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Chapitre 1

Algeébre

EXERCICE 1.1

Pour tout entier naturel k, on note Ry [X] 'ensemble des polyndmes réels de degré au plus k.
Soit un entier n > 1. Soient 7 et J les endomorphismes de R,,[X] définis par :

VP € R,[X], 7(P) = P(X +1) et §(P)=P(X +1)— P.

1. Déterminer le degré de §(P), lorsque P = X*, avec k > 0. Pour tout polynome non constant P € R, [X],
exprimer le degré et le coefficient de plus haut degré de 6(P) en fonction de ceux de P.

2. Pour tout j € [1,n], montrer que : Ker(6?) = R;_1[X] et Im(67) = R,,_;[X].
3. Pour k € N et P € R,[X], exprimer 6*(P) comme combinaison linéaire des 77 (P) (j € [0, k]).
n

) =o.

4. Soit P € R,,_1[X]. Montrer que : -1 "j(
1[X] > (=1 j

3=0
5. Dans cette question, on veut montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme R, [X] - R, [X] tel que
uou = ¢§. On suppose, par I’absurde, qu'une telle application u existe.
(a) Montrer que u et 62 commutent.
(b) En déduire que Ry[X] est stable par I'application w.

(c) Conclure.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1
1. Si P est constant, alors §(P) =0.Sik > 1et P = X* P(X +1) — P(X) est de degré k — 1. De maniére

d
générale, si P = Zaka avec d =deg(P)>1,on a:
k=0
d—2
PX+1)—P=aq((X+1)"= XY +ag1 (X + 1)1 = X)) 4 ap(k(X + 1)F — XF)
k=0

d—2

d—1
d d—
:adZad(k>Xk+adlzad< )Xk Zak X+1 Xk)
_dadXdl—l—adZ(d)Xk—i—adlZ( )Xk—i—Zak (X +1)F — xF).

de degré inférieur a d — 2 (nul si d = 1)

Donc deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(d(P)) = deg(P) x cd(P )
2. Montrons par récurrence sur j € [1,n] la relation : Ker(67) = R;_1[X].
e C’est vrai pour j = 1, car d’aprés la question 1 : 6(P) =0 <= P constant.

e Si la relation est vraie pour j € [1,n — 1], on a :

P cKer(6 ') <= §/(§(P)) =0
<= deg(6(P)) <j—1 car Ker(67) = R;_1[X]  (H.R.)
< deg(P)<j  car deg(6(P)) = deg(P) — 1

Ainsi Ker(671) = R;[X].
Comme deg(d(P)) = deg(P) — 1, par récurrence évidente, on a deg(67(P)) = deg(P) — 7,
d’ou 87 (P) € R,,_;[X], et donc Im(67) C R,,—;[X]. On conclut & I'égalité des dimensions en utilisant le
théoréme du rang. Ainsi, Im(67) = R,,_;[X].
k
3. Comme 7 et id commutent, la formule du binéme donne : 6*(P) = (1 —1d )*(P) = Z(l)kj(
7=0
4. Si P € R,_1[X] = Ker(d"), alors 6"(P) = 0. Comme 77(P) = P(X + j), en évaluant en 0 I'égalité de la
question précédente, on obtient I’égalité voulue.
5. (a) uod? =wou?ou?] =u® = [u?ou?
(b) Soit P € R1[X] = Ker §2, alors, d’aprés la question précédente : §%(u(P)) = u(6?(P)) = u(0) = 0.
Donc u(P) € Ker(§?) = R [X].
(¢) Comme R;[X] est stable par u et par §, on a deux endomorphismes induits u’ et §” tels que v =4

En prenant les matrices dans la base (1, X) de Ry[X], on a: U? = < 0 1 )

j) ri(P).

ou=262ou.

0 0

Or il n’existe pas de telle matrice U car elle ne peut étre de rang 0 ou 2, (sinon U? aussi) et si elle

était de rang 1, comme Im U? C Im U, on aurait Im U = vect ( , ce qui entrainerait U? = 0.

0
On obtient donc une absurdité.
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EXERCICE 1.2

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On notera M,,(R) Iensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels. On dit qu'une matrice A de M,,(R) est 2-symétrique si la matrice A% est symétrique.

1. Soit A € M3(R). Caractériser a 1’aide des coefficients de A le fait que A est 2-symétrique. Donner un
exemple de matrice réelle carrée d’ordre 2 qui est 2-symétrique mais qui n’est pas symétrique.

2. Dans cette question, on considére une matrice A € M, (R) (n > 2).
(a) Verifier que si A est symétrique, alors elle est 2-symétrique.
(b) On suppose que A est inversible et 2-symétrique. Montrer que A~1 est 2-symétrique.

(c) On suppose maintenant que A est antisymétrique (c’est-a-dire que —A est la transposée de A).
Montrer que A est 2-symétrique.

3. Dans cette question, on considére deux matrices A et B de M,,(R) qui sont 2-symétriques.

(a) On suppose que A et B commutent. Vérifier que le produit AB est une matrice 2-symétrique.
Montrer que ce n’est plus vrai en général si I’on ne suppose plus que A et B commutent.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la somme A+ B soit une matrice 2-symétrique.
(¢) Donner un exemple ot A et B sont 2-symétriques et commutent, mais telles que A + B ne soit pas
2-symétrique.

4. Six € R™, on note X la matrice colonne associée a . On munit R de son produit scalaire canonique
({(z,y) = XY). On se donne une matrice 2-symétrique A € M,,(R). On note f I’endomorphisme de R™
qui lui est canoniquement associé et on désigne par Sp(f) ’ensemble des ses valeurs propres (réelles).

a) Justifier le fait que endomorphisme f? est symétrique.
Y

(b) On note Sp(f?) sous la forme Sp(f?) = {A1,-=,Am} (N #\; sii # j) avecm € {1,--- ,n} et on
désigne par E; le sous-espace propre de f2 associé a la valeur propre ). Justifier le fait que R™ est
la somme directe orthogonale des sous-espaces (E;); ;-

(c) Soit i € {A\1, -+, A\m}. Montrer que le sous-espace E; est stable par f. Vérifier que la restriction f;
de f a E;, considérée comme endomorphisme de F;, admet X2 — \; comme polynéme annulateur.

(d) On suppose maintenant que tous les A; sont strictement positifs et on pose «; = /\;. Montrer que
FE; est la somme directe vectorielle du noyau de f — a;Id et du noyau de f + a;1d. En déduire que
f est diagonalisable. Est-il forcément symétrique 7

(e) On fait désormais comme hypothéses que Sp(f?) C R, et que Sp(f) N Sp(—f) = 0. Montrer que
dans ce cas f est un endomorphisme symétrique.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2

1.

2.

Posons
a b
A= .
La condition A? = (A?) est réalisée si et seulement si a = —d ou ¢ = b. Comme matrice réelle carrée
d’ordre 2 qui est 2-symétrique mais qui n’est pas symétrique, on peut prendre par exemple

0 1 1 1
A—(O O)ouB—(1 1).

(a) Si A est symétrique, on a clairement {A?) = (*4)? = A?; la matrice A est donc 2-symétrique.

(b) Si A est inversible et 2-symétrique, les régles de calcul avec la transposition entrainent que {A~1)2 =
{(A2)] " = (A2)~! = (A~1)2 et par suite que A" est 2-symétrique.
[ p q ymétriq

(c) Si A est antisymétrique, on a (A?) = (‘A)?2 = (—A)? = A?; il s’ensuit que A est 2-symétrique.

(a) Supposons que A et B commutent et sont 2-symétriques, alors on a (AB)? = {ABAB) = (A%2B?) =
{B%)%(A%) = B2A? = (AB)?. Par conséquent, AB est 2-symétrique. On peut prendre les deux
matrices A et B données en 1. puisque la matrice

1 -1
AB:( 0 0 )

n’est pas 2-symétrique d’aprés les conditions trouvées dans la premiére question.

(b) La somme A+ B est 2-symétrique si et seulement si A2+ B2+ AB+ BA = (A+B)?=1A+B)?=
‘A2 + B2 + {AB + BA) = A% + B? + {(AB + BA). On voit donc qu’il est nécessaire et suffisant que
la matrice AB + BA soit symétrique.

(¢) D’aprés la question précédente, on voit qu’il suffit de trouver deux matrices A et B qui sont
2-symétriques et commutent, mais telles que le produit AB ne soit pas symétrique. Prenons une
matrice A qui est 2-symétrique mais pas symétrique (qui existe d’apres 1.) ; alors la matrice B = A+1
convient puisque AB = A? + A ne peut pas étre symétrique.

(a) Ona (f2(z),y) = (A2X)Y = 'X/(A%)Y ='XA?Y = (z, f*(y)); il sensuit que f? est symétrique.

(b) Comme f2 est symétrique dans l’espace euclidien R", ce dernier est la somme directe orthogonale
des sous-espaces (E;);;c,,-

(c) Six € E;, il vient f2(f(z)) = f(f*(x)) = \if(x), donc le sous-espace E; est stable par f. Par
construction, il est clair que X2 — ); est un polynéme annulateur de f;.

(d) Siz € E;, comme X? — ); est un polynéme annulateur de f;, une analyse synthése simple montre
que la décomposition = = 1/(2¢;) [(a;z — f(x)) + (f(x) + ajz)] ou ez — f(x) (resp. f(x) + a;x)
appartient au noyau de f — a;Id (resp. au noyau de f + «;Id ) est unique. Ceci répond a la
premiére partie de la question. On peut donc trouver une base de E; formée de vecteurs propres
de f. Par concaténation, on construit une base de R™ constituée de vecteurs propres de f qui est
donc diagonalisable. Pour répondre & la derniére question, on voit que le fait que f soit symétrique
est équivalent au fait que la décomposition considérée précédemment de F; en somme directe est
forcément orthogonale. Cela parait faux. Comme contre-exemple on peut prendre

=0 4)

qui n’est évidemment pas symétrique mais dont le carré est 'identité.

(e) On remarque que les hypothéses impliquent que chaque \; est strictement positif. L’hypothése
Sp(f) N Sp(—f) = 0 et la question précédente impliquent que chaque E; est lui-méme un sous-
espace-propre. En effet, E; est soit le noyau f — «;Id, soit le noyau de f + a;Id. L’espace R™ est
alors la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f. L’endomorphisme f est donc
nécessairement symeétrique.
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EXERCICE 1.3

Soit E un espace euclidien de dimension supérieure ou égale & 1 muni de son produit scalaire noté (-, -)
et de sa norme euclidienne canonique || - ||. On désigne par L(E) I’ensemble des endomorphismes de E, par
Id Pendomorphisme identité sur E et par o I'opération de composition définie dans £(E). On note Ker(w),
Im(w) et Sp(w) respectivement le noyau, l'image et ’ensemble des valeurs propres réelles d’un endomorphisme
w e L(E).

Soient u et v € L(F).

1. Soit A un réel non nul. Montrer que A € Sp(u o v) si et seulement si A € Sp(v o w).
2. Montrer que 0 € Sp(u o v) si et seulement si 0 € Sp(v o u).
3. Que peut-on conclure sur Sp(uov) et Sp(vowu)?

Nous supposons désormais pour le reste de I'exercice que u et v sont des endomorphismes symétriques
de L(F) qui commutent.

4. Soit A € Sp(u). On note F = Ker(u — AId). Montrer que F et F* sont stables par u et v.

5. Montrer que les endomorphismes u et v sont co-diagonalisables dans une base orthonormeée, c’est-a-dire
qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres commune & u et a v.
A cette fin, on pourra faire une récurrence sur la dimension de E.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3

1.

Par symétrie sur u et v, pour prouver ’équivalence, il suffit de montrer l’assertion : A € Sp(uowv) implique
A € Sp(vou). Soit A € Sp(u o), il existe alors x # 0 tel que

u(v(z)) = Az (1).

Tout d’abord, comme A # 0, il vient u(v(x)) # 0 et donc v(x) # 0. Puis, en composant par v dans (1),
on obtient alors : (vou)(v(z)) = Av(z). Comme v(x) # 0, alors A € Sp(v o u).

. Par symeétrie sur u et v, on peut encore se contenter de montrer que 0 € Sp(u o v) implique 0 € Sp(v o u).

Si 0 € Sp(uow), il existe z # 0 tel que : uwov(x) = 0. Il vient alors deux cas.

Cas 1 : Soit y = v(z) # 0. On a alors u(y) = 0 et donc v(u(y)) = 0 avec y # 0. Ainsi, on a 0 € Sp(vowu).
Cas 2 : Soit v(z) = 0. Il vient alors deux sous-cas.

Soit Keru = {0} et donc u est surjectif (d’aprés le théoréme du rang). Comme x # 0, il existe alors
z1 € E\ {0} tel que & = u(z1) et donc v(u(z1)) = 0. Il s’ensuit que 0 € Sp(v o u).

Soit Keru # {0} et il existe zo # 0 tel que u(z2) = 0. Il en découle que v(u(z2)) = 0 et on conclut encore
que 0 € Sp(v o u).

. En vertu des questions 1) et 2), il vient immédiatement que Sp(u o v) = Sp(v o u).

. Supposons que z € F, on a alors u(z) = Az et donc u(u(x)) = Au(z), ainsi u(x) € F. De plus, comme u

et v commutent, il vient : u(v(x)) = v(u(z)) = Av(z). Ainsi, on a également v(z) € F et F est stable par
v. Comme u et v sont des endomorphismes symétriques et que F' est stable par u et v, on a également la
stabilité de F- par u et v.

. Montrons par récurrence P(n) : “Soit E un espace euclidien de dimension n. Si w et v sont des

endomorphismes symétriques de L(E) qui commutent, alors ils sont co-diagonalisables dans une base
orthornormée” est vraie pour n > 1.

Soit E un espace euclidien avec dimE = 1 et u et v des endomorphismes symétriques de L£(F) qui
commutent. Comme dim F = 1, il existe (e1) avec e; de norme 1 tel que E = vect(ey). Or u(ey) et
v(e1) € E = vect(e1), il existe alors (A, \,) € R? tels que u(e;) = Ayep et v(er) = A\, e et P(1) est
vraie.

Soit n > 1. Supposons que P(m) pour tout entier naturel m satisfaisant 1 < m < n et montrons P(n+1).
Soit E un espace euclidien de dimension n + 1 et u et v deux endomorphismes symétriques de L(E) qui
commutent. Comme u est un endomorphisme symétrique, il est diagonalisable et en particulier Sp(u) # 0.
Il existe donc A € Sp(u). On pose alors F' = Ker(u — AId). On a donc 1 < dim F' < dim E = n+ 1. Ainsi,
soit 1 < dim F =m < n, soit dimF =n + 1.

Casl:1<dimF=m<n.
Comme F et F* sont stables par u et v, on définit d'une part ur et vp € L(F) et d’autre part up. et
vpi € L(F1) de la maniére suivante :

up(z) =u(z), ve(z) =v(z), Vo € F et up.(z) = u(x), vpL(z) =v(x), Yo € F*.

Comme u et v sont symétriques et commutent, up et vy (respectivement up1 et vp1) sont des endomor-
phismes symétriques de L(F) (respectivement de £(F*)) qui commutent. I est un espace euclidien pour
le produit scalaire de E et 1 < dim F = m < n. Ainsi par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée (e, s, ..., e,) de F formée de vecteurs propres communs & ur et vp. De méme, FL est
aussi un espace euclidien pour le produit scalaire de E et 1 < dim F- =n + 1 —m < n . Par hypothése
de récurrence, il existe donc une base orthonormée de vecteurs propres (€41, - ., €nt1) de F- communs
A up.s et vpi. Alnsi, par construction, (ej,es,...,e,+1) est une base orthonormée de E de vecteurs
propres communs a u et v.

Cas2:dimF=n+1.

Soit dim(F) =n+ 1 =dim E. Comme F C E, on a alors F' = E et donc v = AId. Or v est symétrique,
il existe donc une base orthonormée (eq,es,...,e,+1) de vecteurs propres de v. Comme u = A\Id,
(e1,€2,...,€n11) est une base orthonormée de vecteurs propres de u associée a la valeur propre A.
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EXERCICE 1.4

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et (E, ( )) un espace euclidien de dimension n. On note B = (e, ..., ¢e,)
une base orthonormale de E. Soit v un endomorphisme symétrique de E dont la matrice dans la base B est
une matrice A.

On suppose que tr(A) = 0 et on se propose de montrer qu'il existe une base orthonormale dans laquelle la
matrice associée & u a tous ses termes diagonaux nuls.

1. On suppose dans cette question que n = 2.
(a) On suppose que A n’est pas inversible. Montrer le résultat demandé.
(b) On suppose que A est inversible.

i. Montrer qu'’il existe une base orthonormale B’ = (v, vs) de R? et un réel a pour lesquels la

matrice de u dans la base B’ est A’ = ( (g _Oa )

ii. On pose wy = vy + v et wy = v; — V.
Calculer u(w;) et u(wz) et en déduire le résultat demandé.

2. On revient au cas général oll n est un entier quelconque supérieur ou égal a 2.

(a) i. Montrer qu'il existe deux indices i et j de [1,n], ¢ # j, tels que :
(e ulei)) x (ej, ule;)) <0
ii. Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par :
vVt € [0,1], ¢(t) = (u(te; + (1 —t)e;), te; + (1 —t)ej),

Montrer, en utilisant cette fonction, qu’il existe un vecteur « non nul tel que (u(zx),z) = 0.

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est de la forme :

, ot C' est une matrice de M,,_1(R).

(c) En déduire, par récurrence, la propriété énoncée au début de ’exercice.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4

a 0
0 b
A=PDP7L. Or, tr(A) = tr(D) = a + b = 0. Mais comme A n’est pas inversible, au moins une
des valeurs propres est nulle. On a donc en fait D = 0 et donc A = 0.

1. (a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Il existe D = ( ) et P telles que

(b) i. La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormale (v, vs) et comme tr(A) = tr(D),

. 0
la matrice de u dans une base de vecteurs propres est de la forme D = g o )

ii. On trouve u(w;) = aws et u(wy) = aw;. On vérifie facilement que wy et wsy sont orthogonaux.

1
[zl

11 suffit alors de poser w] = wy etwh = wsg pour obtenir une base orthonormale dans

e |

laquelle la matrice de u est < 2 g )

2. (a) On a tr(u) = 0 donc la somme des termes diagonaux d’une matrice de u dans une base est nulle.
n

i. Comme la base (eq, ..., e,) est orthonormale, on a : Ve;, u(e;) = Z(u(ei),eﬁej.
j=1

Donc les coeff diagonaux de sa matrice sont : a;; = (u(e;), ;) = tr(u) =0 < Z(u(ei)7 e;) =0.
i=1

Donc, les termes de la somme ne peuvent pas étre tous strictement positifs ou tous strictement
négatifs. Il existe donc deux indices i et j distincts tels que : {e;, u(e;)) x (e, u(e;)) < 0.
ii. Or, ¢(0) = (u(e;),e;) et ¢(1) = (u(e;), e;), donc ¢(0) et (1) sont de signes contraires.
La fonction ¢ est continue (polynéme en t). Donc, Il existe ¢ tel que p(tg) = 0.
En posant z = tge; + (1 — tg)e;, on a un vecteur x # 0 non nul tel que (u(z),z) = 0.

1
(b) On pose e = —x et on compléte : (g, ea,...e,) pour obtenir une base orthonormale de E.

]

0 *
La matrice dans cette base est bien : M = ( : o )
(c) On procéde par récurrence sur n.

e Pour n =1, on obtient la matrice nulle et donc la propriété est vraie.

e On suppose la propriété vérifiée au rang n — 1 (n > 2) et on considére un espace de dimension
n, un endomorphisme symétrique u de E de trace nulle.
On applique le résultat précédent et il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice
de u est la matrice M de la question précédente.On pose F' = Vect(e).
On a alors '+ = Vect(ea, ..., e,). Soit p la projection orthogonale sur F* et v = p o u.La
restriction de v & F- est un endomorphisme, puisque p est la projection sur F+. On a :

n
v(ej) = p(ule;)) = p[Zaijei + aije]. Or, e € F = p(e) = 0 et les ¢; sont dans F-, donc

i=2
p(ei) = e;.
n
On a donc : v(e;) = Z a; je;. On constate que la matrice de v dans la base (eq, ..., e,) est C.
i=2
Mais comme tr(M) = 0, on a aussi tr(C) = 0. Il existe donc une base orthonormale (3, ..., e,)

de F* telle que la matrice de p o v dans cette base est a diagonale nulle. Donc, (g, v(g;)) = 0.
D’autre part, on a (g, u(¢)) = 0 et comme £; € F-, onap(e;) = ¢; et (g5, u(g;)) = (p(e;), u(ey)).
Mais p est un projecteur orthogonal, c¢’est donc un endomorphisme symétrique.

On a donc : (p(g;),u(e;)) = (gj,pou(e;)). Finalement : (e, u(e;)) = (g;,v(;)) =0
Conclusion : la matrice de u dans la base (g,¢e2,...,&,) est bien & diagonale nulle, ce qui achéve
la récurrence.
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EXERCICE 1.5

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit a et b deux vecteurs de E tels que la famille (a, b)
est libre.

1. Que dire de n?

2. Soit a et B deux applications de E dans R.
A quelle condition nécessaire et suffisante sur « et 8 I'application u définie sur F par :

Ve e E, u(z) = a(z)a+ B(z)b
est-elle un endomorphisme de E 7

On suppose que les applications « et 8 sont linéaires, non identiquement nulles et vérifient Ker(«) # Ker(5).
3. Quelles sont les dimensions respectives de Ker(a) et de Ker(5) ?

4. On rappelle que si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de E, on a :
dim(F + G) =dim F + dim G — dim (FNG).
Montrer que le rang de u vaut 2.

Bla) B(b

5. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si la matrice A = ( oz(a; a(bg ) est diagonalisable et

n’admet pas 0 comme valeur propre.

6. Soit un entier p > 2 et soit v 'application :
v:PeR,X]— XP'(0)+ XPP'(1)

Etudier le caractére diagonalisable et donner les valeurs propres de v.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5

1. La dimension d’un espace vectoriel est toujours supérieur au cardinal de toute famille libre, donc n > 2.

2. L’application u qui est a valeurs dans E est linéaire lorsque pour tous z,y € E et tout A € R, on a :

u(Az +y) = du(z) +u(y) <= a(dx+y)a+ BAr+y)b= )\(oz(:z:)a + ﬂ(x)b) + a(y)a+ B(y)db
= a(dr+y)a+ LAz +y)b= (Aa(z) + a(y))a+ (A8(z) + B(y))b
—= a(Az+y) = da(x) + a(y) et B(Ax +y) = AB(x) + B(y), car (a,d) libre.

Ainsi u est linéaire si et seulement si « et 3 sont linéaires.
3. Comme « et 3 sont a valeurs dans R, leurs rangs respectifs sont inférieurs a 1.

Mais comme ni «, ni 8 n’est nul, leurs rangs respectifs sont supérieurs a 1.

Finalement, rg(a) = rg(8) = 1 et par le théoréme du rang : dim(Ker(«)) = dim(Ker(5)) =n — 1.
4. Comme (a,b) est libre, on a : z € Ker(u) <= «a(z)a+ B(z)b=0 <= az) = B(z) =0.

Ainsi, Ker(u) = Ker(a) N Ker(8). Donc, par le théoréme du rang puis la formule de GRASSMANN :

rg(u) = dim E — dim(Ker(«) N Ker(8))
= dim E — (dim(Ker(«)) + dim(Ker(3)) — dim(Ker () 4+ Ker(83)))
=2 —n + dim(Ker(«a) + Ker(3)).

Or, Ker(a) C Ker(a) + Ker(8) C E. Donc, dim(Ker(a) + Ker(8)) € {n — 1,n}.
Mais on ne peut avoir dim(Ker(«) + Ker(8)) = n — 1 car sinon on aurait Ker(a) = Ker(a) + Ker(8) et
donc Ker(8) C Ker(a) puis égalité a cause des dimensions. Ainsi, rg(u) = 2.

5. Comme rg(u) = 2, I'espace propre associé a la valeur propre 0 est de dimension n — 2.
Ainsi, u est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles de u vaut 2.

Or, si A # 0 les vecteurs propres associés appartiennent & I'image Imu car :
1
wz)=dr=z=u 3t) € Im(u).

De plus, il est clair que Im(u) est stable par «; notons @ ’endomorphisme induit.
Ainsi, u est diagonalisable si et seulement si % est diagonalisable avec des valeurs propres non nulles.

On termine alors en remarquant que la matrice de @ dans la base (a, b) de Imu vaut A = < ggz; gég; )
6. On utilise la question précédente avec E = R,[X] (donc n = p+ 1) et u(P) = XP'(0) + X" P'(1),
i.e.a=X,b=X? a(P) = P'(0) et 5(P) = P'(1) — la famille (a,b) est bien libre.
1 0
1
diagonalisable et n’admet pas 0 comme valeur propre.

Dans ce cas, la matrice A = ( > est triangulaire avec 1 et p comme valeurs propres. Donc, A est

Ainsi, u est diagonalisable et ses valeurs propres sont 0 (espace propre associé de dimension p — 1 > 0), 1
(espace propre associé de dimension 1) et p (espace propre associé de dimension 1).
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EXERCICE 1.6

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Soit (i1, s, ...,4,) une permutation de [1,n],
c’est-a-dire que i1, 19, .., i, sont des entiers tels que {i1,ia,...,i,} = [1,n].

Pour toute matrice M = (m; ;)1<i j<n € Mn(R), on note p(M) = M’ = (mj ;)1<i j<n la matrice de M,,(R)
définie par :

, )0 si i # i
m; ;= L
ms j 5171 =1j
1. Dans cette question seulement on prend n = 3 et (i1, i2,43) = (2,1, 3).
mi1 Mi2 M3

Calculer p(M) pour M = | mg1 mg2 mags
mg1 M3z M33

2. On admet que p est un endomorphisme de M,,(R). Montrer que p est un projecteur et déterminer son
noyau et son image.

Pour tout M = (m; ;)i<i,j<n € Mn(R) on note p(M) le scalaire :
o(M) = Z My, k
k=1
3. Montrer que ¢ est une application linéaire et déterminer la dimension de son noyau.
4. Soit A une matrice de M,,(R) non nulle. On définit ’endomorphisme u4 de M, (R) par :
VM € My (R), ua(M) = o(M)A+¢(A)M

Montrer que u4 est diagonalisable si et seulement si p(A) # 0.

5. L’endomorphisme u4 peut-il étre un projecteur ?

Dorénavant, n = 3. Soit J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients valent 1. Soit K = p(J) —oup a
été défini au début de cet exercice. Soit I'endomorphisme vg de M3(R) défini par :

v (M) = KM

6. Etudier en fonction des valeurs de i1, o et is (on obtiendra 6 matrices K possibles) le caractére
diagonalisable de vg.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6

0 mi 2 0
1. D’aprés la définition, on obtient p(M) = [ m21 0 0
0 0 m33
2. Sion note M =p(M) et M" =p(M') =pop(M), on a:
"ol
25,0 25,77
on a donc M" = M' = p(M’) soit p(M) = pop(M) : p est un projecteur.
Si on note E; ; la matrice de M, (R) dont le seul coefficient non nul est le coefficient (i, j), celui-ci valant
1, on obtient immédiatement que le noyau de p a pour base la famille des E; ; pour (¢,j) parcourant
[1,n] \ {(i1,1), (i2,2), ..., (in,n)} ; en particulier dim(Ker(p)) = n? — n.
On remarque que p(E;; ;) = Ej; ; et donc la famille des F;, ; pour j parcourant [1,n] forme une base de
Im(p) (par théoréme du rang, on sait que Im(p) est de dimension n).

m les autres coefficients m;/; étant nuls pour i # i ;

3. La linéarité découle de ¢ = tr o p. De plus ¢ n’est pas nulle (par exemple p(E;, 1) = 1 # 0) et & valeurs
dans R ; donc d’aprés le théoréme du rang, son noyau est de dimension n? — 1.

4. Si M € Ker(p), on a us(M) = ¢(A)M donc le sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) est au
moins de dimension n? — 1.

Par ailleurs, us(A) = 2p(A)A, donc 2¢p(A) est valeur propre et le sous-espace propre associé contient
Vect(A).

e Si p(A) # 0, alors les élements propres obtenus ci-dessus sont distincts; comme la somme des
dimensions des sous-espaces propres vaut au moins (n?—1)+1, on en déduit que u 4 est diagonalisable.

o Sip(A) =0, alors ug(M) = @(M)A. Donc us(M) = AM n’est possible que si M € Vect(A) ou
@(M) =0. Or usa(A4) =0, donc Vect(A) C Ker ¢, donc les seuls vecteurs propres sont les éléments
de Ker . Dong, il ne peut exister de base de vecteurs propres i.e. @ n’est pas diagonalisable.

5. Siuyg est un projecteur, il est diagonalisable et son spectre est inclus dans {0, 1}
car Keruy et Imuy = Ker(uyg — Id) sont supplémentaires — 'un deux deux sous-espaces peut étre {0}.
D’aprés la question précédente, il faut donc que ¢(A) # 0, et alors Sp (u4) = {p(A),2p(A4)}.
Mais alors on ne peut avoir {¢(A),2p(A)} C {0,1}. Donc uy n’est jamais un projecteur.
6. On remarque que v}, (M) = KPM, donc tout polynéme annulateur de K est annulateur de vy.
Par ailleurs les 6 matrices K possibles sont :

100 00 1 010 010 00 1
Lyloo1],lo1o])],l1o0o0],lo071]e|[100
01 0 100 00 1 100 01 0

e Dans le premier cas, vg = Id est évidemment diagonalisable.

e Dans les trois cas suivants K2 = I3 donc les valeurs propres possibles de v;, sont 1 et —1. On

100 1 00
a toujours vi diagonalisable (par exemple pour la matrice 0 01 |],ona 0 0 O
0 1 0 0 0 O
0 0 O 0 0 0
et 0 1 1 vecteurs propres associés a la valeur propre 1, tandisque [ 0 1 -1 est
0 1 1 0o -1 1

vecteur propre associé a la valeur propre —1).

e Par contre, pour les deux derniéres matrices, on a K2 = I3, donc 1 est la seule valeur propre possible
de v. Donc vk n’est pas diagonalisable car sinon on aurait vy = Id, ce qui n’est pas le cas.
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EXERCICE 1.7

1 1 -1
Soit f un endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R3®est A= | -1 3 -3
-2 2 =2

1. (a
(b
(c
(d

Calculer le rang de f. Déterminer une base de Ker(f)
Calculer A? et son rang.

Déterminer une base de Ker(f?).

Montrer que R? = Ker(f?) & Ker(f — 21d).

NN N

(e) En déduire que A est semblable & la matrice B =

2. Dans cette question, on cherche & déterminer les endomorphismes g de R3 tels que g% = .
(a) Montrer que si g est une solution, alors Ker(f?) et Ker(f — 2Id) sont stables par g.

(b) En déduire les solutions de I’équation g* = f.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.7 Notons e1, es, e3 la base canonique de R3.

1. (a)

(b)
(c)
(d)

Les colonnes (Cy,Cs) de A sont libres et C3 = —C. Ainsi f est de rang 2. Comme f(e3) = —f(ea),

une base de Ker(f) est (avec le théoréme du rang).

2 2 =2
Par calcul matriciel A2= [ 2 2 -2 |. Ainsi rg(f?) = 1 et dim(Ker(f?)) = 2.
0 0 O

Notons (Cf,C%,C4) les colonnes de A%2. Comme C] = C5 = —C%, une base de Ker(f?) est par
exemple, (e; — e, e1 + €3).

On calcule facilement Ker(f?) N Ker(f —21d) = {0}.

-1 1 -1
On calcule A—2I3 = —1 1 —3 |, dont le rang vaut 2 (les deux premiéres colonnes sont liées)
-2 2 —4

et dim(Ker(f — 2Id) = 1.

En utilisant les dimensions des sous-espaces, il vient R® = Ker(f?) @ Ker(f — 2Id).

D’aprés la matrice, une base de Ker(f — 2Id) est e + es.

Dans la base (—4(ea + e3),e1 + e3,e1 + e2), la matrice de f est la matrice B demandée (remarque :
—4(ex + e3) € Ker(f) et e1 + eg ¢ Ker(f)).

Comme f =g ona fog=g>=gof. Ainsi f et g commutent, donc Ker(f?) et Ker(f — 2Id)
sont stables par g.

Analyse : soit g une solution ; notons M la matrice de g dans la base de la question 1.e.

a b 0
Par stabilité (question 2.a) M est de la forme M =| ¢ d 0
0 0 e

Alors, comme g2 = f, on a €2 =2 et BM = MB, donc M est (aprés calculs) de la forme
a b 0
M=]10 a O

0 0 +£V2

Synthese : aprés calculs aucune matrice M de ce type ne vérifie M? = B.
Par suite, I’équation g2 = f n’admet pas de solution.
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EXERCICE 1.8

Soit n un entier supérieur ou égal a 1 et (E,(, )) un espace euclidien de dimension 2n.

Soit F7 et Fo deux sous-espaces vectoriels de F, chacun de dimension n tels que £ = Fy & E5. On note p;
la projection orthogonale de E sur E; et ps la projection orthogonale de F sur FEs.

On pose enfin u = p; + po.

1. Caractériser u lorsque F; et Es sont orthogonaux.

2. (a) Soit (eq,...,ea,) une base quelconque de E. Montrer que la matrice N € Ma, (R) de terme général
m; ; = (e;, e;) est une matrice symétrique réelle définie positive, c’est-a-dire telle que pour tout
X € My, 1(R) avec X #0,on a ' XNX > 0.

(b) On suppose que (eg,...,e,) est une base orthonormée de F; et que (e,41,...,€2,) est une base
orthonormée de Es. Montrer que la matrice de u dans la base (eq,...,ea,) est de la forme

I A
M:(tA In>

ou I, est la matrice identité d’ordre n et A € M, (R).

(c) Montrer que M est une matrice symétrique définie positive.

2n
3. On note a(M) = H Ai, OU A1, ..., A2, sont les valeurs propres de M.
i=1

(a) Montrer que a(M) > 0.

2n 1/2n 1 2n
M ; < — i
(b) Montrer que (H /\1> o z_: A

i=1
(¢) En déduire que a(M) < 1.
(d) Dans quel cas a-t-on (M) =17
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8

1. DanslecasoﬂE:E1€9LE2,onapg:Id—p1 et u=1Id.

2. (a)

2n

La matrice M est symétrique réelle par symétrie du produit scalaire. De plus, si z = E x;e; et si
i=1

X est la matrice colonne canoniquement associée a x, alors :

2n 2n 2n 2n
XMX =33 wizjlene;) = (O wier, Y wies) = ||z
i=1 j=1 i=1 i=1

ce qui montre le caractére défini positif.

Par définition d’une matrice associée a un endomorphisme dans une base et le fait que chaque

morceau de base soit orthonormeé :
2n

o sil<i<n, ule)=e+ Z (ei,ej)e;.

Jj=n+1
n

o sint+1<i<2n,ule;) = Z<ei7€j>6j +e;.

j=1
. . I, A
Ceci donne la matrice M = ( I, )

La matrice M est symétrique définie positive par la question a).

) Les valeurs propres d’une matrice symétrique définie positive sont toutes strictement positives.

Il s’agit de I'inégalité arithmético-géométrique qu’on démontre en utilisant la concavité de la fonction
logarithme.
2n
On remarque que la trace de M vaut 2n et on sait que Z Ai = tr(M). On conclut grace a la
i=1
question précédente.
Supposons que a(M) = 1. On a donc égalité dans I'inégalité arithmético-géométrique. Ceci entraine
que tous les \; sont égaux et leur somme valant 2n, ils valent tous 1.
La matrice M, diagonalisable, est semblable & la matrice identité I5,, donc égale a I5,. Cela entraine
que El 1 EQ.
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EXERCICE 1.9

Soit n un entier fixé supérieur ou égal a 2.
Une matrice A = (a; j)1<ij<n de M,,(R) est appelée centro-symétrique si, pour tout (4,7) € [1,n]* :

Qij = Gntl—intl—j

On note S = (s;,5)1<i,j<n la matrice de M,,(R) définie par :

s“:{ 1 sii=n+1-—3j

> 0 sinon

1. Une matrice centro-symétrique est-elle également symétrique ?

2. Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice centro-symétrique. Montrer que pour tout (i,j) € [1,n]?, on a :
Ap+1—i,5 = Aint+1—j-

3. (a) Montrer qu’une matrice A est centro-symétrique si et seulement si AS = SA.

(b) En déduire que si A et B sont centro-symétriques, alors AB également et que si A est inversible,
alors A~1 est centro-symétrique.

4. Soit A une valeur propre de A centro-symétrique et X un vecteur propre associé.

2z
Un vecteur Z = de M,, 1(R) est appelé symétrique si pour tout i € [1,n], z; = 2n41-i-
Zn
21
Un vecteur Z = de M, 1(R) est appelé antisymétrique si pour tout ¢ € [1,n], 2z, = —zp41-4-
Zn

(a) Montrer que Y = X 4+ SX appartient au sous-espace propre F)(A).

(b) En déduire que le sous-espace propre F)(A) admet au moins un vecteur propre symétrique ou un
vecteur propre antisymétrique.



20 ESCP 2021 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9
1 2 3
1. La réponse est négative. Par exemple [ 3 2 3
3 2 1
2. Sia;; = ant1—int+1—;, alors en remplagant ¢ par n 4+ 1 — ¢ et en laissant le second indice inchangé, on
obtient ap41-4; = @i nt1—;. On a bien entendu la réciproque.
3. (a) On effectue le calcul de AS et de SA. La matrice SA donne une permutation circulaire sur les lignes
de A :si A= (Ly,La,...,Ly), alors SA= (L, Lp_1,...,L1).
La matrice AS donne une permutation circulaire sur les colonnes de A : si A = (C1,Cy,...,Cy),
alors SA = (C,,,Cp_1,...,C1). Donc AS = SA si et seulement si a; ; = Gpt1—int1—j-
(b) On a AS = SA et BS = SB. Donc A(BS) = A(SB) = (AS)B = SAB et AS = SA= A7'AS =
AT1SA = SA = A71S.
4. (a) On écrit AY = AX + ASX = X + S(AX) = AMX +5X)=)\Y.

T T1+ T
(b) OnécritX:X—;SX—i—X_QSX:Y—i-Z. Si X = ,alors X 45X = est
Tn Ty + 21
T1 — Tn
symétrique et X — SX = : est antisymétrique.
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EXERCICE 1.10

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si A € M,,(R), on pose A = (A;|As|...|4,), oit pour tout
k € [1,n], Ay représente la k-iéme colonne de A.

Soit ® l'application définie sur M, (R) & valeurs dans M,, 1(R) telle que :
VAEMu(R), ®(A)=5=> A
k=1

1. Montrer que ® est une application linéaire. Déterminer la dimension de Im ® et celle de Ker .
2. Soit u définie sur M,,(R) a valeurs dans M,,(R) par :

VA€ Mu(R), u(A) = u((A1|As] ... |An)) = (S — A1|S — As|...[S — Ay)

(a) Montrer que v est un endomorphisme de M,,(R).
(b) Déterminer les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.
(c) Déterminer un polynéme annulateur de u de degré 2.
(d) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
3. Soit J = (J; j)1<i,j<n € My (R) définie par V (i,5) € [1,n]?, J;; = 1. On pose U = J — I,, ou I,, est la
matrice identité de M, (R).
Soit v : M, (R) — M, (R), lapplication définie par :

VA€ M, (R), v(A) = AU

(a) Comparer u et v.

(b) Retrouver les résultats de la question 2.b).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.10

1. On vérifie aisément la linéarité de ’application .

2.

Tl
T2

L’application ® est surjective car si X = . , alors (par exemple) un antécédent de X est

Tn

diag(w1,...,2,). Ainsi, dim(Im ®) = n et dim(Ker ®) = n? — n.

(a)

(b)

On vérifie aisément la linéarité de I'application w. En fait, il y a un lien entre ® et u, puisque
u(A) = (®(A)|®(A)]...|P(A)) — A. Les valeurs propres de u seront celles de ® décalées de —1 avec
les méme vecteurs propres.

Le réel 0 est valeur propre de ® de sous-espace propre Ker ®. Donc —1 est valeur propre de u de
méme sous-espace propre de dimension n? — n qui est la dimension de {4 € M, (R)/S = 0}.

Si u(A) = A\A, alors, pour tout k € [1,n],S = (A + 1)Ag, avec S # 0. En sommant ces équations, il
vient nS = (A + 1)S = XA = n — 1. Le sous-espace propre associé est le sous-espace des matrices
(Al‘A2| N An) telles A1 = A2 == An =

de la base canonique de M,, 1(R).

S
PR Il est de dimension n engendré par les vecteurs
Le polynome candidat ne peut étre que (z+1)(x —n+1) =2+ (2—-n)z+ 1 —n.

On vérifie que u? + (2 — n)u — (n — 1)Id = 0. En effet :

w2 (Ay|As| .. |An) = (S—A1|S—As| ... |S—Ap) = (n—2)S+A1|(n—2)S+As| ... |(n—2)S+Ay)

La vérification est ensuite immédiate.

L’endomorphisme u est diagonalisable puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres

est égale a n?.

) La vérification u = v est immédiate.

On sait que J2 =nJ et (J — I,,)2 = (n — 2)J + I,,. Ainsi, J?2 + (2 —n)(J — I,,) + (1 —n)I, = 0.
Les valeurs propres de J sont 0 et n. Les valeurs propres de U sont —1 et n — 1.
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EXERCICE 1.11

Soit n un entier naturel non nul et M,,(R) ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels.
On note I,, la matrice identité de M, (R).
Soit M une matrice de M,,(R) et A la matrice définie par : A =M M.

1. On suppose dans cette question que M est inversible.

(a) Montrer que A est diagonalisable. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont réelles strictement
positives.
(b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P € M,,(R) et des réels positifs p1, 2, .. ., iy tels que

g0 0
0 w2 0 0

A=P p!
0 0 p

puis que A = S? avec S une matrice symétrique et inversible que 1’on précisera.

(c) Montrer que T'= M S~! est une matrice orthogonale.

On admet que le résultat démontré dans la question 1 reste valable si M n’est pas inversible, c’est-a-dire
qu’il existe une matrice orthogonale ' € M, (R) et une matrice symétrique S € M, (R) telles que
M=TS.

2. (a) Montrer que tr(A4) > 0. Montrer que tr(A) = 0 si et seulement si M est la matrice nulle.
(b) En étudiant Papplication h : x — tr (*(M + zI,,)(M + x1I,,)) définie sur R, montrer que :

(tr(M))2 < ntr(A)

(c) Etudier les cas d’égalité dans l'inégalité montrée en 2.b).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11

1.

(a)

La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable dans M, (R).
Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A de A. Alors tMMX = AX donc
IXTMMX = N XX.
MX|?
Dot |[MX|?* = M| X]|?>. Donc A = ||X||l| car X est non nul; donc X est strictement positif,
puisque M est inversible.
Comme A est symétrique réelle, il existe une base orthogonale de vecteurs propres : donc il existe
une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telles que A = PDP~!.

Les coeflicients de D sont les valeurs propres de A et sont strictement positifs; on peut donc les
noter 2, p3..., u2, avec les ju; strictement positifs.

0 1253 0 0
Posons D’ = et S=PD'P L.
0 ... ... 0 pu,

Alors, S est symétrique car P~! =P et A = S2.
Comme les termes diagonaux de D’ sont strictement positifs, D’ est inversible tout comme S
(produit de matrices inversibles)

Posons T = M S~! et montrons que T est orthogonale. Puisque A = 52 et S symétrique ainsi que
S~1, ona:

T =Y (MS YMS™! = (ST MMS™t =StAST = (8)71s%s T =1,

Donc, T est orthogonale et M = T'S.

n n

Ona A=*'MM, donc tr(A4) = Z Z m?,k > 0 et cette trace est nulle si et seulement si M = 0.
i=1 k=1

Par suite, si la trace est nulle, tous les coefficients de M le sont, donc la matrice M est nulle.

Par linéarité de la trace, on obtient pour tout = réel : h(x) = tr(A) +x tr(M) + 2 tr(*M) + 22 tr(I,,).

Donc, pour tout  réel, h(z) = na? + 2tr(M)x + tr(A) car une matrice a la méme trace que sa

transposée . Comme n est non nul, & est un polynéme du second degré.

Pour les mémes raisons que dans la question 2.a), pour tout z réel, A(x) = (M + zI,,)(M + 1)
est une matrice symétrique réelle avec des valeurs propres positives, donc sa trace est positive.

Le polynéme h ne peut donc pas changer de signe et a un discriminant négatif ou nul d’ott I'inégalité.
On aura ’égalité si et seulement si le discriminant précédent est nul, c’est-a-dire si h s’annule
une et une seule fois, c’est-a-dire quand il existe un réel = tel que d’aprés la question 2.a),
tr ("(M + «L,)(M + zI,,)) = 0, ce qui implique que M + x1I,, soit nulle.

Ainsi, I’égalité est obtenue lorsque M est une matrice scalaire.
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EXERCICE 1.12

1. Soit n € N*, E =R,[X] et B I’application définie par :

WP,Q) € B2, B(P,Q) = / P Q0

Vérifier que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ?

2. On pose :
B(P.Q)+B@Q.P)]

N | =

V(P,Q) € E?, ¢(P,Q)=

VP E, (P)=y(P.P)

(a) Déterminer un polynéme P € E non nul tel que ¢(P) =0.
(b) Expliciter la matrice S € M,,11(R) de coefficients s; ; = (X', X771} pour (i,5) € [1,n+ 1]

(c) On note ¢ la forme quadratique sur R"! associée & la matrice S. Vérifier que 1'on a :
n
Y (ag,a1,...,a,) € R" glag,ai,...,a,) = w(z ak Xk).
k=0

3. Dans le cas n = 1, expliciter S et déterminer ses valeurs propres.
La forme quadratique ¢ est-elle positive 7

4. (a) Dans le cas n = 2, expliciter la matrice S.
(b) On admet que, pour tout (a,b,c) € R, on a :
5

2 2
q(a,b,c)zw(a—&—bX—i—ch):% {b+3a+gc} _3 [a— ]

1 2
1973 16 18 €

ERE

fo : (bya,c) — a—ic et f3 :

3
Justifier que les formes linéaires f1 : (b,a,c) — b+ 1 + 3 c, 18

(b, a,c) + c forment une base de F = L(R? R).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12

1. o La forme B est bilinéaire car le produit ’est et la dérivation est linéaire.

1 1
. B(l,X):/ tdt:%;ﬁB(X,l):/ 0dt =0.
0 0

1

. On a : = dt =0.

2. (a) Ona: (1) /0075 0
(b) Pour tous (i,5) € [1,n + 1]?,

L[/ " ! " i4j—2
ii== i 1) 2t — DI = — 24 =
s=g ([ U TASE 2(i+7-1)

(c¢) Le calcul est facile car 'application ¢ est bilinéaire, symétrique de matrice S.
3. En résolvant S X = A X, il vient :

52 = ( 1(/)4 };g ) Sp(SQ):{éig}

Ainsi, une valeur propre est strictement négative, donc ¢ n’est pas positive (ni définie-positive).

4. (a) )Ona:

Ss =

Wik = O
0[O Wl W]
G 00| W=

(b) La matrice des (f;) dans la base des formes coordonnées b, a,c (dans cet ordre), est :

1 0 0
3

9 5

s —1 1L

Cette matrice est triangulaire inversible, donc (f;) est une base de F'.
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EXERCICE 1.13
I
Soit un entier n > 2. On dit qu’un vecteur X = € M, 1(R) vérifie X > 0 (resp. X > 0) si pour
Ty,
tout i € [1,n],2; = 0 (resp. x; > 0). Si (X,Y) € (M, 1(R))?, on dit que X > Y si X —Y > 0.
Pour tout X =€ M,, 1(C), on note || X||cc = max |z|.

1<ign
On dit que A = (a;;)1<ij<n € My (R) vérifie A > 0 (resp. A > 0) si pour tout (i,j) € [1,n]% a;; =0
(resp. a;; > 0).
Enfin, on confond M, ;(R) et R™.

Dans tout ’exercice, on considére une matrice A € M,,(R) telle que A > 0.
Onpose: Q={a>0/3X eR" tel que X > 0,[|X||oc =1 et AX > aX}.
1. Montrer que l'ensemble € n’est pas vide et que si a € §, alors [0,a] C Q.
2. Montrer que ’ensemble ) est borné.
On note pu = sug(a) et on admet que p appartient a 2.
ae
3. Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que |A| < p.
T |1]
(Pour tout X = |, on pourra considérer le vecteur noté | X| tel que |X| = ).
4. On se propose de montrer que p est une valeur propre de A.
(a) Soit X € R™ vérifiant les propriétés suivantes : X > 0, || X||cc =1 et AX > puX.
On pose : Z = AX — puX. Montrer que si Z # 0, alors AZ > 0.
(b) En déduire que 'inégalité AZ > 0 est impossible puis que p est valeur propre de A.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13

1. Comme 0 € €2, 'ensemble €2 n’est pas vide.
Soit a > 0 appartenant a 2. Soit 0 < 8 < «. Il existe X > 0 de norme 1, tel que AX > aX > SX. Donc
B € Q. Ainsi € est-il un intervalle de R.

2. L’ensemble Q est borné. En effet. Soit X > 0, || X||cc = z; =1 et AX > aX.
En utilisant la i-iéme équation, il vient :

n n n
a=ar; <

@i jT5 S E ai; < max g ai ; (constant)
Jj=1

j=1 j= j=1

3. Soit A une valeur propre de A. Il existe X # 0 tel que AX = AX. On peut supposer || X||e = 1.
Alors comme A > 0, par inégalité triangulaire, on a :

AX[= | D aiglasl | = | Do aigey| | = (hail); = [AX].
=1 ; j=1 :
Ceci montre que |A| € Q.
4. (a) Comme A > 0, comme AX > uX,si Z#0,ona AZ > 0. Car si AZ =0, comme A > 0, il vient
Z = 0.
Y1
(b) Posons Y = AX. Si AZ > 0, alors AY > pY. En notant ¥ = et A = (a;;), ceci est

Yn
équivalent & :

G11Y1 + -+ a1,.0Yn > UYL

ap,1Y1 +--+ Qp,.nYn > HYn

OnaX >0, A>0.DoncY > 0. Alors, si

W = inf (ai,lyl +-+ ai,nyn)
Yi

alors ' > p et AY > /Y. Done p/ € Q en contradiction avec la définition de p.
Ainsi, Z=0et AX = pX.
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EXERCICE 1.14

a c

1. Soit A = < b od ) S MQ(R)

(a) Montrer que A est une matrice orthogonale si et seulement si on a :

a?+b2 =1
c+d?=1
ac+bd =0

(b) En posant a = cosf,b = sin 6, ¢ = cos ¢, d = sin p, montrer que toute matrice orthogonale de Ms(R)

est de la forme :
R — cosf) —sind g — cosf) sinf
9=\ sin® cos® O 20 =\ Ging —cosh

On note O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de M, (R) et S,(R) Pensemble des matrices
symétriques de M, (R).
On rappelle que toute matrice A € M,,(R) s’écrit de maniére unique sous la forme suivante

A+t A-A

A
5 2

A+1A A—1A

est appelée la partie symétrique de A et A, = la partie antisymétrique de A .

ol Ay, =

2. (a) Donner les parties symétrique et antisymétrique de Ry et Sy.
(b) Soit A € O, (R). Montrer que les valeurs propres de A, sont dans I'intervalle [—1,1].

3. Donner un exemple de matrice symétrique S de Ms(R) dont les valeurs propres sont incluses dans [—1, 1]
et pour laquelle il n’existe pas de matrice A € O2(R) vérifiant A; = S.

4. Soit S une matrice symétrique de M, (R).
On suppose que les valeurs propres de S sont incluses dans [—1, 1] et que pour toute valeur propre A de
la matrice S, le sous-espace propre de S associé a A est de dimension paire.

Montrer qu'’il existe A € O, (R) telle que A, = S.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14

1.

(a)

Par définition, une matrice est orthogonale si ses colonnes forment une base orthonormée. Pour la
matrice A donnée, ce sont exactement les conditions proposées.

2 12
o a4 [ a+b ac+bd
Autre idée : par le calcul ‘AA = ( actbd 24+

Comme a? + b? = ¢? + d? = 1, on peut utiliser I’aide proposée. La troisiéme équation devient alors :
. . T T
cosfcosg +sinfsing =cos(p—0) =0 p=0+ 5 +2kmoup=0-— 5 + 2km

Dans le premier cas, on obtient Sy et dans le second Ry.

On obtient Ry ¢ = cosfOly et Ry o = ( sigﬁ N s(;n@ > De méme, Sy s = Sp et Sp o = 0.
: : A+AY
Si A est une matrice orthogonale, alors A; = — Soit A une valeurs propre de A, et X un

vecteur propre associé. On a alors :
AXHATIX =20 X & (A2 -2 A+ DX =0

Ainsi la matrice A2 — 2)\A + I n’est pas inversible. Or, par I'absurde, si [A| > 1, alors 1 — A2 < 0
et A2—22MA+T=(A—-al)(A-BI)aveca=A+VA2—1et 3=X\—+A2—1. Ainsi a ou 3 est
valeur propre complexe de A.

Or, par ailleurs, si p est une valeur propre de A orthogonale, avec i réel ou complexe, on a :

AY = p = |[Y]2 = [JAY|]? = |aPI|Y ] = u] = 1

Comme |a| = |B] = A2 + (A2 — 1) > 1 ceci est absurde.
Autre idée : par Cauchy-Schwarz on a : [P X AX| < || X||||AX]| = ||X]]?,
2

et comme A~! est orthogonale aussi, on a : [ XA-1X| < || X||?.
Ainsi @ [A] % [|X[]? = "X A, X| < ("X AX |+ "X AL X]) < || X2

3. On prend une matrice diagonale, par exemple S = diag(1/2,1/3). Au vu de la premiére question, on

connait toutes les matrices orthogonales A de O2(R) et aucune ne donne A; = S.

La matrice S est diagonalisable sur